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オイラーの公式
ここではオイラー公式

eiθ = cos θ + i sin θ (1)

の証明の概略を説明する (eは自然対数の底, iは虚数)。この公式は交流の
理論で重要な役割を果たし、波動や量子力学にも利用される重要公式であ
る。本プリントでは微分公式 (ex)′ = exを前提とする。証明にはいくつか
の方法があるが、わかりやすいのは級数展開を用いる方法である。x = 0

で n階微分可能 (n:任意の自然数)な関数 f(x)は

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + · · · (2)

という級数 (xについての無限次多項式)で書けることが数学的に示され
る (証明は長いので略)。f(x) = exについて anを決めるのは簡単で、ま
ず f(0) = e0 = 1より a0 = 1。両辺を一回微分すると、左辺は f ′(x) =

(ex)′ = ex, 右辺は a1 + a2x + · · · となる。ここに x = 0を代入すること
で a1 = 1。これを高階の微分について繰り返していくと、an = 1/(n!)が
わかる (n! = 1× 2× 3× · · · × nは階乗)。よって

ex = 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 +

1

5!
x5 + · · · , (3)

を得る。これを exのテイラー展開 (正確にいうと x = 0におけるテイラー
展開)という。同様の手続きを f(x) = cosxおよび f(x) = sinxに行うこ
とでテイラー展開

cosx = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 + · · · , (4)

sinx = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 + · · · , (5)

を示すことができる ((cosx)′ = − sinx, (sinx)′ = cosxを使う.やってみ
よ)。さて、式 (3)に x = iθを代入すると、

eiθ = 1 + iθ − 1

2!
θ2 − i

3!
θ3 +

1

4!
θ4 +

i

5!
θ5 + · · ·

=

(
1− 1

2!
θ2 +

1

4!
θ4 + · · ·

)
+ i

(
θ − 1

3!
θ3 +

1

5!
θ5 + · · ·

)
(6)

これと式 (4)-(5)を比較することでオイラー公式が示される。
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問題 1 RLC直列回路 (下図)を考える。交流電圧は V (t) = V0 cos(ωt)と
する。キルヒホッフの法則より

RI + L
dI

dt
+

Q

C
= V (t) (7)

となる。電荷保存則から dQ/dt = I が成り立つことに注意。この式から
I(t)を求めたい。高校では I(t) = I0 cos(ωt + α)とおき (I0:振幅, α:位相
のずれ)、三角関数の合成を用いる。しかし、より見通しよく扱うために
は、複素数を導入するのがよい。オイラー公式 eiθ = cos θ + i sin θ(裏面
の補充プリント参照)より、

V (t) = Re(V0e
iωt), (8)

I(t) = Re(I0e
iωt+iα) = Re(Ĩ0e

iωt) (9)

とかける (Re(z)は複素数 zの実部)。ここで Ĩ0 = I0e
iαは複素振幅と呼ば

れる。オイラー公式から

Ĩ0 = I0e
iα = I0(cosα+ i sinα) (10)

ともかけるが、これは大きさ I0, 偏角 αの複素数にほかならない。つま
り、複素数 Ĩ0は振幅 I0と位相のずれ αの両方の情報を含む量である。以
下の問いを解け。

(1) 式 (7)に式 (8)-(9)を代入して整理することによって Ĩ0が以下のよう
に計算されることを示せ。

Ĩ0 =
V0

R+ iLω + 1/(iCω)
(11)

(2) 電流の振幅 I0および偏角の正接 tanαを求めよ。
(3) V0を固定しながら ωを変化させたとき、I0を ωのグラフとして書け。

2


