
統計力学の練習問題 略答

問 1. (1)

S = kB(N logN −M logM − (N −M) log(N −M))

(2)
∂S

∂E
= 1/T を計算し、エネルギーについて解

き直すと、

E =
Nε

1 + eε/kBT

となる。（授業中の答えに書いた答えは間違えていま

した。申し訳ない。)

(3) (2)の答えを温度で微分して、

C =
dE

dT
=
Nε2

kBT 2

eε/kBT

(1 + eε/kBT )2

問 2. (1)

p =
eβε

1 + eβε + e−βε

T → 0, (β → ∞) のとき p → 1。また T → ∞,
(β → 0) のとき p = 1/3。

(2)

Z = 1 + e−βε + eβε

F = − 1
β
log(1 + e−βε + eβε)

(3)

Ē = − ∂

∂β
(logZ) =

ε(e−βε − eβε)
1 + e−βε + eβε

C =
∂Ē

∂T

=
ε2

kBT 2

eβε + e−βε + 4
(1 + eβε + e−βε)2

比熱 C の計算はなかなかやっかいで難しい。

問 3. 問題文に間違いがありました。nは 0以上の

整数です。0も勘定にいれてください。本当に申し訳

ない。

Z =
e−βh̄ω/2

1− e−βh̄ω
F =

h̄ω

2
+
1

β
log(1− e−βh̄ω)

Ē = − ∂

∂β
(logZ)

=
h̄ω

2
+

h̄ω

eβh̄ω − 1
C =

dĒ

dT
=
(h̄ω)2

kBT 2

eβh̄ω

(eβh̄ω − 1)2

S = −∂F
∂T

= −kB log(1− e−βh̄ω) + h̄ω
T

1

eβh̄ω − 1
最後のエントロピーの計算は、ちょっと複雑です

が、なんとかできるようにしておいてもらいたい。な

お、エントロピーは F = E − TS を使って、エネル
ギーと自由エネルギーから逆算できます。

問 4. 授業で説明したように、波数が kx = πnx/L

で与えられていて、Lが非常に大きければ、

L

π

∞X
nx=1

(· · ·) −→
Z ∞

0

dkx(· · ·)

のような、和から積分への書き換えができる。(これ

は公式としていつでも使って構いません。)これを使

えば、一個の気体分子についての分配関数は、

Z =

∞X
nx=1

∞X
ny=1

∞X
nz=1

e−βε

'
µ
L

π

¶3 Z ∞

0

dkx

Z ∞

0

dky

Z ∞

0

dkze
− β

2m (k2
x+k2

y+k2
z)

=
1

8

µ
L

π

r
2πm

β

¶3

=

µ
kBTmL

2

2π

¶3/2

F = −3
2
kBT log

Ã
L

2π

r
mkBTL2

2π

!

Ē = − ∂

∂β
(logZ) =

3

2
kBT

C =
3

2
kB

S = −∂F
∂T

=
3

2
kB

µ
kBTmL

2

2π

¶3/2

+
3kB

2

気体の濃度が小さければ、分子 N 個の時は、上で求

めた自由エネルギー F , 平均のエネルギー Ē, エント

ロピー S をすべて N 倍すればいい。

問 5. やや難しい問いでした。大分配関数を Ξと
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して、

Ξ =

1X
n1=0

1X
n2=0

· · ·
1X

ni=0

· · · exp
Ã
−β

Ã ∞X
i=1

εini − µ
∞X
i=1

ni

!!

=

∞Y
i=1

³
1 + e−β(εi−µ)

´
これをつかって、熱力学ポテンシャル J は

J = − 1
β
logΞ

= − 1
β

∞X
i=1

log
³
1 + e−β(εi−µ)

´
N̄ = −∂J

∂µ
=

∞X
i=1

1

eβ(εi−µ) + 1

最後の表式から、エネルギー状態 εiにある平均の粒

子数 n̄iは、

n̄i =
1

eβ(ε−µ) + 1

と推測される。(気になる人は実際にちゃんと確かめ

ることもできる。長岡の教科書を参照のこと。)これ

をフェルミ分布関数という。よく覚えておくように！

これを使って、全エネルギーの平均は、

Ē =

∞X
i=1

n̄iεi =

∞X
i=1

εi
eβ(εi−µ) + 1

(その他のアドバイス) 授業で状態密度D(E)を定

義しましたが、具体的な計算はやっていませんでし

た。将来、物理を続ける人 (応用物理学科の人)は、3

次元の自由粒子の D(E)を求める練習はしておいた

ほうがいいです。長岡の教科書の 37ページの Ω(E)

をEで微分したのがD(E)になります。(計算の仕方

は、他の教科書にものっているはずです。)

なお、略解に関する問い合わせは、受け付けませ

ん。(基本的に自分で勉強すること!)ですが、もし間

違いがあったら、メールで指摘してください。
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