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第 1章

はじめに

微細加工技術の進歩によって，半導体界面に幅が Fermi 波長程度の量子細線を形成す

ることが可能になった．このような系では電子が純粋に一次元的に振る舞うようになり，

低温ではいわゆる朝永-Luttinger液体としての性質を帯びるようになる．朝永-Luttinger

液体の特徴として，後方散乱のような過程が含まれる場合にはハミルトニアンに cos項が

現れ，厳密には解けなくなる．このような問題を解析的に扱う強力な手法として摂動繰り

込み群がある．この手法は，エネルギーのカットオフ Λを徐々に小さくして低エネルギー

の極限をとったとき，パラメータがどのように繰り込まれるかを調べる近似法である．た

だし繰り込みの際には，例えば不純物による散乱強度のような量を摂動パラメータとして

扱っており，この量が有限であるときには，摂動論的に得られた繰り込みの流れが適用で

きるかは定かでない．

しかしながら実際の系では，現象によっては非摂動論的に問題を扱わなければならない

場合も出てくる．このような際には，摂動計算によらず問題に解を与える手法があれば理

想的である．本研究では，原理的にはその要求を満たしてくれる手法として，経路積分モ

ンテカルロ法による数値シミュレーションを用いる．経路積分モンテカルロ法では現実の

系を計算機上でシミュレートし，その中での物理量を観測するだけなので，シミュレー

ションの可能な系ならば，基本的にどんな量でも観測可能である．しかし実際には，単純

な方法ではシミュレートできない系も存在し，系に応じた工夫が必要になることもある．

本研究では，朝永-Luttinger 液体における不純物問題に関連して現れる cos φρ cos φσ

の形のポテンシャルを持つ系を扱い，低温でのコンダクタンスの繰り込みの様子を調べ

る．摂動繰り込み群による解析によって，繰り込みの流れの途中に非自明な固定点の存在

が示唆される系があることが知られている．本研究で扱う系もその一つで，不純物ポテン

シャルによる散乱強度が強い極限と弱い極限でコンダクタンスの相図が異なるため，散乱

強度が中間的な値をとる領域において不安定な固定点の存在が予言されている [1][2]．摂

動繰り込み群で直接扱うことができないこの領域を，経路積分モンテカルロ法によって調



6 第 1章 はじめに

べることは，この系の物理的性質をより深く理解する上で重要である．ただし散乱強度が

中間的な値をとる領域では，経路積分モンテカルロ法を用いる際にも困難が生じる．すな

わち，ある程度散乱強度が大きくなってくると，素励起のエネルギースケールとポテン

シャル障壁の高さが競合するようになり，Bose場の経路に関して，周期ポテンシャルの

底の間をトンネルするキンク構造が多く見られるようになる．従来の経路積分モンテカル

ロ法ではこのキンク構造を効率的にシミュレーションすることが困難であったが，近年開

発されたクラスター更新の手法によってこの困難は解決された [3]．したがって，経路積

分モンテカルロ法を用いて不純物による散乱強度が中間的な値をとることは，原理的に可

能になったと考えられる．

本研究の目標は，朝永-Luttinger液体における不純物問題に経路積分モンテカルロ法を

適用したときの振る舞いを調べ，この問題を扱うことが可能であることを確認することで

ある．そのために電荷およびスピンのコンダクタンスを観測して，摂動繰り込み群による

解析から得られている相図 [1][2]を再現することを試みる．
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第 2章

朝永-Luttinger液体における不純物
問題

相互作用する一次元電子系の低エネルギー励起を記述する理論手法として，通常，朝

永-Luttinger液体の形式が用いられる．この形式では Fermi粒子の密度揺らぎが Bose的

な素励起として振る舞い，より高次元の系で用いられる Fermi液体の形式とは本質的に異

なる．そのため，単純な系を扱ったとしても現象は自明でなくなり，相互作用のない系か

ら摂動的に現象を予測することはできない．朝永-Luttinger液体の形式の利点の１つは，

もとの Fermi粒子の場が素励起の場を用いて厳密に表現できることである．これにより，

一次元電子系は Bose場のハミルトニアンで記述され，Bose粒子の一粒子的な挙動を扱う

ことで現象を解析的に調べることが可能になる．

本研究における不純物の問題とは，一次元系の中に不純物を置いたとき，その影響が低

温でコンダクタンスなどの物理量にどう現れるかを扱うものである．解析的には，不純物

による後方散乱の弱い極限と強い極限についてコンダクタンスの振る舞いが調べられてい

る [1][2]．それによると，まず素励起間の相互作用が斥力的であるとき (K < 1)，0K で

電子は不純物ポテンシャルによって完全に反射される．逆に相互作用が引力的であるとき

(K > 1)，電子は不純物ポテンシャルを完全に透過する．

この章では，朝永-Luttinger 液体を簡単に復習し，上述の解析的な扱いについてレ

ビューを行う．

2.1 朝永-Luttinger液体

朝永-Luttinger 液体の歴史は古く，すでに多くの優れたレビューが存在する [4][5][6]．

しかしながら，素励起を記述する Bose場については問題に応じてある程度自由な表式が

選べるため，文献によって表記が異なるのが普通である．この節ではそのような曖昧さを
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回避するために，朝永-Luttinger液体の形式に現れる量について，この論文で用いる表式

を定義する．

一次元電子系のハミルトニアンから朝永-Luttinger 液体の形式を導く際の出発点は，

Fermi 面上の電子の低エネルギー励起が Fermi 面のごく近傍で起こることを仮定し，自

由電子の運動エネルギーを kF のまわりの線形分散で近似することである．

E ≅ vF (±k − kF ) . (} ≡ 1) (2.1)

ただし複号は電子の一次元の運動方向を表し，エネルギーは Fermi 面から測った．低エ

ネルギーの自由電子系を，右向きの分枝と左向きの分枝で独立の別々の線形分散を持つ模

型で置き換えたると，密度演算子 ρrs(q)1) は Bose的な特徴を帯びるようになる．すなわ

ち密度演算子の交換関係を計算すると

[ρrs(−q), ρr′s′(q′)] = δqq′δrr′δss′
qrL

2π
(Lは一次元系の長さ) (2.2)

が得られ，ρrs(q) によってこの模型の素励起が表現可能であることを示唆している．実

際，ハミルトニアンは運動項と相互作用項がともに ρrs(q)の 2次形式で

H =
2πvF

L

∑
q>0,rs

ρrs(q) ρrs(−q)

+
1
L

∑
qrss′

[g2ρrs(q) ρ−r,s(q) + g4ρrs(q) ρrs(−q)] (2.3)

となることが示される．ただし相互作用のうち，後方散乱とウムクラップ散乱は考慮しな

い2) ．g2 と g4 はそれぞれ逆向きおよび同じ向きに運動する 2電子の前方散乱の強さを表

し，相互作用が引力的ならば正，斥力的ならば負である．相互作用項はもともと電子の生

成消滅演算子の 4次であったので ρrs(q)の 2次で置き換わっても不思議ではない．しか

し電子の生成消滅演算子の 2次であったはずの運動項まで ρrs(q)の 2次で置き換わるの

は，ρrs(q)が (2.2)のように生成消滅演算子の役割も果たすからである．

以下の議論では，密度演算子 ρrs(q)の代わりに次のような新しい Bose場を導入して用

いることにする．

φs(x) = − iπ

L

∑
q ̸=0

∑
r=±

1
q

e−α|q|/2−iqxρrs(q) −
πx

L

∑
r=±

ρrs(0) , (2.4)

θs(x) =
iπ

L

∑
q ̸=0

∑
r=±

1
q

e−α|q|/2−iqxrρrs(q) +
πx

L

∑
r=±

rρrs(0) . (2.5)

1) 電子密度 ψ†(x) ψ(x)の Fourier係数．q は波数，r = ±は運動方向，s = ±はスピンを表す．
2) SU(2)対称性を仮定すると後方散乱の結合定数 g1 は低エネルギーで 0に繰り込まれる (irrelevant)．ま
たウムクラップ過程は half-fillingや quarter-fillingなどの特別な場合を除いて irrelevantである．
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αは電子系のバンド幅で決まるカットオフで，計算の最後で α → 0とする．これらの場

は交換関係

[φs(x), θs′(y)] = −iπ δss′Θ(x − y) (2.6)

Θ(x) ≡
∫ x

dy δ(y) =
{

1 x > 0
0 otherwise (2.7)

を満たすため，xあるいは y で微分することにより

[φs(x), ∂yθs′(y)] = [θs(x), ∂yφs′(y)] = iπ δss′δ(x − y) (2.8)

が得られる．つまり φs(x)と θs(x)は，一方の場の空間微分が他方の場の共役な運動量と

なるような関係にある．φs(x)と θs(x)を導入したことにより，これらの Bose場を用い

て電子の Fermi場 ψrs(x)が次のように表現できることにある．

ψrs(x) =
ηrs√
2πα

exp [irkF x − i{rφs(x) + θs(x)}] (2.9)

L → ∞のとき ηrs はMajorana演算子と呼ばれ，反交換関係

{ηrs, ηr′s′} = 2 δrr′δss′ (η†
rs = ηrs) (2.10)

を満たす．(2.9) で ηrs を導入したのは ψrs(x) が正しく Fermi 場の反交換関係を満たす

ためであるが，ボソン化の後ではとくに重要でないので省略する．また s = ±の自由度
の代わりに電荷・スピン自由度 ν = ρ, σ を

φρ(x) = φ+(x) + φ−(x) , φσ(x) = φ+(x) − φ−(x) (2.11)

θρ(x) = θ+(x) + θ−(x) , θσ(x) = θ+(x) − θ−(x) (2.12)

[φν(x), θν′(y)] = −2πi δνν′Θ(x − y) (2.13)

のように定義すると，(2.9)は

ψrs(x) =
ηrs√
2πα

exp [irkF x − ir
2 {φρ(x) + s φσ(x)} − i

2{θρ(x) + s θσ(x)}] (2.14)

と表すこともできる．以下，この φν(x), θν(x)による表式を用いることにするが，このと

きのハミルトニアンは波動場の形で

H0 =
∑
ν

∫
dx

4π

[
uν

Kν

(
∂φν

∂x

)2

+ uνKν

(
∂θν

∂x

)2 ]
(2.15)

と書ける．uν は音速，Kν は素励起間相互作用のパラメータであり，次のように定義さ

れる．

uρ =
1
2π

√
(2πvF + 2g4)2 − (g1 − 2g2)2 , uσ =

1
2π

√
(2πvF )2 − g1

2 (2.16)

Kρ =
√

2πvF + 2g4 + g1 − 2g2

2πvF + 2g4 − g1 + 2g2
, Kσ =

√
2πvF + g1

2πvF − g1
(2.17)
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ここでは先程は考慮しなかった逆向きに運動する 2電子間の後方散乱

H1 =
1
L

∑
kqq′ss′

g1⊥a†
+,ksa

†
−,qsa+,q+2kF +q′,s′a−,k−2kF −q′.s′ (2.18)

も含めた．a†
rqs, arqs は電子の生成消滅演算子である．g1⊥ は g2, g4 と同様，相互作用が

引力的なら正，斥力的なら負である．したがって Kν は相互作用が斥力的なら < 1，引力

的なら > 1である．後方散乱を無視して g1⊥ → 0とすればKσ → 1であるが，今は一般

的にKσ は ̸= 1の値もとるものとして扱う．

2.2 不純物問題の定式化

前節では外場のない一次元系を考えていたが，今この系の x = 0に不純物を置いた場合

を考える [1][2]．不純物による後方散乱が十分弱い場合と強い場合の両極限で，それぞれ

後方散乱の強さとトンネルの強さを摂動として，不純物の影響を解析的に扱う．

2.2.1 摂動ハミルトニアン

簡単のため，不純物ポテンシャルとして δ 関数的なものを考える．まず不純物による後

方散乱の弱い極限では，摂動ハミルトニアンは後方散乱の過程に対応して

δHbackward ≅ ṽ
∑
s

[
ψ†

+,s(0)ψ−,s(0) + H.c.
]

(2.19)

=
ṽ

2πα

∑
s

[
e−i{φρ(0)+sφσ(0)} + H.c.

]
(2.20)

= v cos φρ(0) cos φσ(0) , v ≡ 2ṽ/πα (2.21)

と表せる．v は後方散乱の強さを表す摂動パラメータである．一方，後方散乱の強い極限

でこの系は x = 0で弱く結合した 2つの半無限系 (1, 2とラベルする)と見なせる．そし

て両方の系で端 x = 0からの影響が無視できるほど小さいと仮定すると，それぞれの系は

近似的に半無限系における形式で記述できる．ところで，自由度 ν の密度および流れは

Bose場を用いてそれぞれ

ρν(x) = − 1
π

∂φν

∂x
, jν(x) =

vνKν

π

∂θν

∂x
(2.22)

と表すことができる．今の場合，x = 0近傍に電子はいないがトンネル電流は有限である

から，区間 [−0, +0]で (2.22)を積分すると

φν
(1)(+0) − φν

(2)(−0) = 0 , θν
(1)(+0) − θν

(2)(−0) ̸= 0 (2.23)
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が得られる．このとき摂動ハミルトニアンは，2 つの系をつなぐトンネルの過程に対応

して

δHtunnel ≅ t̃
∑
s

[ψ(1)
+,s

†(0)ψ(2)
+,s(0) + ψ(2)

−,s
†(0)ψ(1)

−,s(0)] (2.24)

=
t̃

2πα

∑
s

[e
i
2{θρ

(1)(+0)−θρ
(2)(−0)}+ is

2 {θσ
(1)(+0)−θσ

(2)(−0)} + H.c.] (2.25)

= t cos ϑρ(0) cos ϑσ(0) , t ≡ 2t̃/πα (2.26)

となる．ここで新しい Bose場

ϑν(x) =
1
2

[θν
(1)(x > 0) − θν

(2)(x < 0)] (2.27)

Θν(x) =
1
2

[θν
(1)(x > 0) + θν

(2)(x < 0)] (2.28)

を導入した．以上で不純物による後方散乱に関する摂動ハミルトニアン (2.21)(2.26)が得

られた．それぞれ後方散乱が弱い極限と強い極限に対応し，条件は正反対であるが同じ形

をしている．そのため，次項で見るようにこれらの摂動は，不純物による散乱強度が強い

極限と弱い極限で同様にして扱うことが可能である．

2.2.2 有効作用

有限温度の系を扱う場合には分配関数 Z が求まればよい．一般には Z が厳密に求まる

ことの方がまれであるが，系によってはより扱いやすい形になるよう工夫できることもあ

る．(2.15)のように無摂動ハミルトニアンが場の 2次形式で書かれている場合はその一例

で，Z を経路積分表示したときに Gauss積分によって系を少数自由度に落とすことがで

きる．またこのとき得られる少数自由度に対する作用を有効作用と呼び Seff で表す．ま

ず後方散乱の弱い場合の摂動ハミルトニアン δHbackward を考えたときの有効作用を計算

する．交換関係 (2.13)および Heisenbergの運動方程式から，φν(x)に共役な運動量は

Πν(x) =
1
2π

∂θν

∂x
=

1
2πuνKν

∂φν

∂t
(2.29)

であるから，φν(x)で表したラグランジアンおよび分配関数は

L =
∑
ν

∫
dxΠν(x)

∂φν

∂t
− H0 − δHbackward (2.30)

=
∑
ν

∫
dx

4π

[
1

uνKν

(
∂φν

∂t

)2

− uν

Kν

(
∂φν

∂x

)2 ]
− v cos φρ(0) cos φσ(0) (2.31)
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Z =
∫

Dφρ

∫
Dφσ exp

[
i

∫
dt L

]
(2.32)

=
∫

Dφρ

∫
Dφσ exp

[
i
∑
ν

∫
dt

∫
dx

4π

{
1

uνKν

(
∂φν

∂t

)2

− uν

Kν

(
∂φν

∂x

)2 }
− iv

∫
dt cos φρ(0, t) cos φσ(0, t)

]
(2.33)

となる．ここで it → τ として虚時間表示3) に移る．

Z =
∫

Dφρ

∫
Dφσ exp

[
−

∑
ν

∫ β

0

dτ

∫
dx

4π

{
uν

Kν

(
∂φν

∂x

)2

+
1

uνKν

(
∂φν

∂τ

)2 }
− v

∫
dτ cos φρ(0, τ) cos φσ(0, τ)

]
(2.34)

=
∫

Dφρ

∫
Dφσ e−S[φρ,φσ ] . (2.35)

こうして虚時間表示の作用

S[φρ, φσ] ≡ S0[φρ, φσ] + δS[φρ，φσ] (2.36)

=
∑
ν

∫
dτ

∫
dx

4π

[
uν

Kν

(
∂φν

∂x

)2

+
1

uνKν

(
∂φν

∂τ

)2 ]
+ v

∫
dτ cos φρ(0, τ) cos φσ(0, τ) (2.37)

が得られた．虚時間作用に含まれる Bose場のうち φν(x ̸= 0, τ)は 2次形式なので φν に

関するGauss積分で消せそうであるが，微分されているので Fourierする必要がある．し

かしそのまま Fourier変換してしまうと (2.37)の cos項も変換が複雑になり，Gauss積分

ができなくなる．そこで任意の τ につき φν
0(τ) = φν(0, τ)を満たす Bose場 φν

0(τ)を導

入して，cosに含まれる φν(0, τ)と取り替えてしまう．φν
0(τ)に課せられた拘束条件は，

τ 全体に対する δ 関数

δ
(
φν(0, τ) − φν

0(τ)
)
∝

∫
Dλν exp

[∫
dτ λν(τ) {φν(0, τ) − φν

0(τ)}
]

(2.38)

3) 虚時間表示の場は φν(x, t) ≡ eiH0tφν(x, 0)e−iH0t it→τ−→ eH0τ φν(x, 0)e−H0τ ≡ φν(x, τ)と書く．
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を用いて虚時間作用の中に含める4) ．

Z =
∫

Dφρ

∫
Dφσ

∫
Dφρ

0

∫
Dφσ

0

× e−S0[φρ,φσ ]−δS[φρ
0，φσ

0] δ
(
φρ(0, τ) − φρ

0(τ)
)
δ
(
φσ(0, τ) − φσ

0(τ)
)

(2.39)

∝
∫

Dφρ

∫
Dφσ

∫
Dφρ

0

∫
Dφσ

0

∫
Dλρ

∫
Dλσ

× exp
[
−S0[φρ, φσ] − δS[φρ

0, φσ
0] +

∑
ν

∫
dτ λν(τ) {φν(0, τ) − φν

0(τ)}
]

(2.40)

≡
∫

Dφρ

∫
Dφσ

∫
Dφρ

0

∫
Dφσ

0

∫
Dλρ

∫
Dλσ

× e−S0[φρ,φσ ]−δS[φρ
0，φσ

0]−S1[φρ,φσ,φρ
0，φσ

0,λρ，λσ ] . (2.41)

ここで，それぞれの場について Fourier変換

φν(x, τ) =
1

Lβ

∑
qn

∑
ωm

φ̃ν(qn, ωm) eiqnx−iωmτ (2.42)

φν
0(τ) =

1
β

∑
ωm

φ̃ν
0(ωm) e−iωmτ , λν(τ) =

1
β

∑
ωm

λ̃ν(ωm) e−iωmτ (2.43)

qn =
2πn

L
, ωm =

2πm

β
(n, m = 0, ±1, ±2, · · · ) (2.44)

を施し，虚時間作用の中で平方の形を作る．まず φ̃ν(qn, ωm)については

S0 =
1

Lβ

∑
ν

∑
qn

∑
ωm

uν
2qn

2 + ωm
2

4πuνKν
|φ̃ν(qn, ωm)|2 (2.45)

≡ 1
Lβ

∑
ν

∑
qn

∑
ωm

Aν(qn, ωm) |φ̃ν(qn, ωm)|2 (2.46)

S1 =
1
β

∑
ν

∑
ωm

[
1
L

∑
qn

{
−1

2
λ̃ν

∗(ωm) φ̃ν(qn, ωm) − 1
2

λ̃ν(ωm) φ̃ν
∗(qn, ωm)

}
+

1
2

λ̃ν
∗(ωm) φ̃ν

0(ωm) +
1
2

λ̃ν(ωm) φ̃ν
0 ∗(ωm)

]
(2.47)

S0 + S1 =
1
β

∑
ν

∑
ωm

[
1
L

∑
qn

{
Aν

∣∣∣∣φ̃ν − 1
2Aν

λ̃ν

∣∣∣∣2 − 1
4Aν

|λ̃ν |2
}

+
1
2

λ̃ν
∗φ̃ν

0 +
1
2

λ̃ν φ̃ν
0 ∗

]
(2.48)

となり，Boltzmann因子の中に e−Aν |φ̃ν−λ̃ν/2Aν |2/Lβ が現れる．ゆえに各 ν, qn, ωm につ

き φ̃ν(qn, ωm)に関する Gauss積分を行えば，虚時間作用から φ̃ν(qn, ωm)を除くことが

4) 正確には実時間 tのときに (2.38)を導入し，それから it → τ とするので指数の肩の iが消える．
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できる．すると (2.48)で qn に依存するのは Aν(qn, ωm)のみになり，qn に関する和が実

行できる．すなわち

1
L

∑
qn

1
4Aν(qn, ωm)

L→∞−→ Kν

2uν

∫ ∞

−∞

dq

q2 + (ωm/uν)2
=

πKν

2 |ωm|
≡ Bν(ωm) . (2.49)

さらに λ̃ν(ωm)についても同様に平方の形を作り積分を行えば φ̃ν
0(ωn)が残る．

S0 + S1 → 1
β

∑
ν

∑
ωm

[
−Bν |λ̃ν |2 +

1
2

λ̃ν
∗φ̃ν

0 +
1
2

λ̃ν φ̃ν
0 ∗

]
(2.50)

=
1
β

∑
ν

∑
ωm

[
−Bν

∣∣∣∣λ̃ν − 1
2Bν

φ̃ν
0

∣∣∣∣2 +
1

4Bν
|φ̃ν

0|2
]

(2.51)

→
∑
ν

∑
ωm

|ωn|
2πKνβ

|φ̃ν
0|2 . (2.52)

よって φν
0(τ)に関する有効作用

Seff =
∑
ν

∑
ωm

|ωn|
2πKνβ

|φ̃ν
0(ωm)|2 − v

∫
dτ cos φρ

0(τ) cos φσ
0(τ) (2.53)

が得られる．この形から，朝永-Luttinger液体で不純物による後方散乱を考慮した場合，

その有効作用は不純物の位置での Bose 場 φν
0(τ) のみで表されることがわかる．すなわ

ち，一次元系に敷き詰められた無限個の自由度 φν(x)に関する問題が，φν
0(τ)のみで記述

されるゼロ次元系の問題に書き換えられたわけである．

後方散乱の強い場合の摂動ハミルトニアン δHtunnel を用いても有効作用を計算すると，

後方散乱が弱い場合の有効作用 (2.53)と同じ形で

Seff =
∑
ν

∑
ωm

|ωn|
2πKνβ

|ϑ̃ν
0(ωm)|2 − t

∫
dτ cos ϑρ

0(τ) cos ϑσ
0(τ) (2.54)

が得られる．

2.3 繰り込み群による解析

前項では，不純物による後方散乱が弱い場合と強い場合についてそれぞれ有効作用を求

めたが，それらは

φν
0 ↔ ϑν

0 , Kν ↔ Kν
−1 , v ↔ t (2.55)

なる対応関係のもとで同等であることがわかった．よって以下では前者の場合の有効作用

Seff =
∑
ν

∑
ωm

|ωn|
2πKνβ

|φ̃ν(ωm)|2 + v

∫
dτ cos φρ(τ) cos φσ(τ) (2.56)
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を用いてさらに解析を進める．簡単のため，x = 0における Bose場 φν
0(τ), θν

0(τ)の添え

字 0は省略した．今，後方散乱が十分弱いので，v に関する摂動を考える．ただし，この

とき分配関数

Z =
∫

Dφρ

∫
Dφσ

× exp
[
−

∑
ν

∑
ωm

|ωn|
2πKνβ

|φ̃ν(ωm)|2 − v

∫
dτ cos φρ(τ) cos φσ(τ)

]
(2.57)

を v について展開し，すべての φ̃ν(ωn) ついて積分を行うことで各次数の摂動を計算

するというわけにはいかない．なぜなら，Bose 場の定義 (2.4)(2.5) からわかるように

ω ∝ q → 0 では赤外発散が生じるからである．そこで φ̃ν(ωn) をすべて積分するのでは

なく，高い周波数の φ̃(ωn) から徐々に積分していく繰り込み群の方法を用いる．1 回の

繰り込み群変換は系の粗視化と再規格化からなり，粗視化によって得られた系がもとの

格子間隔のスケールで見たときにどう変化するかを調べる．今の場合，低エネルギー励

起を考えているので |ωn| にはカットオフ Λ が存在し，φ̃ν(ωn) のうち高い周波数の部分

φ̃ν(Λ′ < |ωn| < Λ)(Λ′ ≡ Λ − dΛ) を積分することが粗視化に対応する．また，ωn の幅

が Λ′/Λ に減少したのに対応して τ の格子間隔は Λ/Λ′ に引き伸ばされる．よって τ を

Λ′/Λ倍して新しい変数 τ ′ を考えて元の間隔に戻す必要がある．高周波の成分を分離して

φν(τ) = φ′
ν(τ) + hν(τ) (2.58)

=
1
β

∑
|ωn|<Λ′

φ̃′
ν(ωn) e−iωnτ +

1
β

∑
Λ′<|ωn|<Λ

h̃ν(ωn) e−ωnτ (2.59)

と表すことにすると分配関数 (2.57)は

Z =
∫

Dφ′
ρ

∫
Dφ′

σ exp
[
−

∑
ν

∑
|ωm|<Λ′

|ωn|
2πKνβ

|φ̃′
ν(ωm)|2 + log 〈e−vΓ〉hρhσ

]
(2.60)

〈X〉hρhσ
≡ Zhρ

−1Zhσ

−1

∫
Dhρ

∫
Dhσ e−

P

ν

P

Λ′<|ωn|<Λ
|ωn|

2πKν β |h̃ν(ωn)|2X[hρ;hσ] (2.61)

Γ[φ′
ρ;φ′

σ;hρ;hσ] ≡
∫

dτ cos [φ′
ρ(τ) + hρ(τ)] cos [φ′

σ(τ) + hσ(τ)] (2.62)

となる．ここで hν は高周波数の成分，φ′
ν は繰り込まれた Bose 場である．また Zhν

は自由度 hν に対応する分配関数である．(2.60) の第 1 項は (2.57) で ωn の和の範囲を

dΛ = Λ − Λ′ だけ縮めた形をしているので log 〈e−vΓ〉hρhσ が粗視化後のポテンシャル項

である．v が小さい場合を考えているので，この項を v に関して

log 〈e−vΓ〉hρhσ
=

∞∑
n=1

Cn

n!
(−v)n (2.63)
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と展開したとき，キュムラント Cn は

C1 = 〈Γ〉hρhσ (2.64)

C2 = 〈Γ2〉hρhσ − 〈Γ〉hρhσ

2 (2.65)

C3 = 〈Γ3〉hρhσ
− 3〈Γ2〉hρhσ

〈Γ〉hρhσ
+ 2〈Γ〉hρhσ

3 (2.66)
· · ·

のように n 次以下のモーメント 〈Γn〉hρhσ
, 〈Γn−1〉hρhσ

, · · · , 〈Γ〉hρhσ
を用いて表される．

ゆえに v に関して 2次までの摂動を考えることにすると，〈Γ〉hρhσ
と 〈Γ2〉hρhσ

が必要で

ある．まず 〈Γ〉hρhρ
については (2.62)で cosの加法定理を用いて

〈Γ〉hρhσ
=

∫
dτ [cos φ′

ρ(τ) 〈cos hρ(τ)〉hρ
− sinφ′

ρ(τ) 〈sinhρ(τ)〉hρ
]

×[cos φ′
σ(τ) 〈cos hσ(τ)〉hσ − sin φ′

σ(τ) 〈sin hσ(τ)〉hσ ] (2.67)

と変形できる．ガウシアン平均の定義 (2.61)から，〈{hν(τ)}n0〉hν にWickの定理を用い

ることができる．また n0 が奇数の場合は期待値が 0になる．よって

〈cos hν(τ)〉hν =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
× (2n − 1)!! {〈[hν(τ)]2〉hν}n ≡ e−

1
2 Gν(0) (2.68)

〈sinhν(τ)〉hν =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
× 0 = 0 (2.69)

のように 〈sinhν(τ)〉hν の項は落ちる
5) ．ここで 2点相関関数

Gν(τ − τ ′) ≡ 〈hν(τ) hν(τ ′)〉hν (2.70)

を導入した．hν(τ) を Fourier 変換し h̃∗
ν(ωn) = h̃ν(−ωn) であること6) に注意すれば

Gν(0)が計算できて

Gν(0) = Zhν

−1

∫
Dhν e−

P

Λ′<|ωn|<Λ
|ωn|

2πKν β |h̃ν(ωn)|2

× 1
β2

∑
Λ′<|ωn|<Λ

∣∣h̃ν(ωn)
∣∣2 (2.71)

=
1
β2

∑
Λ′<ωn<Λ

2πKνβ

ωn

β→∞−→ Kν log
Λ
Λ′ (2.72)

となり，1次のモーメント

〈Γ〉hρhσ =
∫

dτ cos φ′
ρ(τ) cos φ′

σ(τ) e−
1
2 (Kρ+Kσ) log(Λ/Λ′) (2.73)

=
(

Λ′

Λ

) 1
2 (Kρ+Kσ) ∫

dτ cos φ′
ρ(τ) cos φ′

σ(τ) (2.74)

5) 因子 (2n−1)!! = (2n−1)(2n−3)(2n−5) · · · 5 ·3 ·1 = (2n)!/2nn!は hν(τ)のペアを作る場合の数．
6) h̃ν(ωn)の実部と虚部を経路積分の変数として用いると ωn の範囲がもとの半分になる．
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が得られる．次に 〈Γ2〉hρhσ についても同様に計算すると

〈Γ2〉hρhσ =
∫

dτ

∫
dτ ′ 〈cos [φ′

ρ(τ) + hρ(τ)] cos [φ′
ρ(τ ′) + hρ(τ ′)]〉hρ

× 〈cos[φ′
σ(τ) + hσ(τ)] cos [φ′

σ(τ ′) + hσ(τ ′)]〉hσ (2.75)

〈cos [φ′
ν(τ) + hν(τ)] cos [φ′

ν(τ ′) + hν(τ ′)]〉hν (2.76)

=
1
2
〈cos [φ′

ν(τ) + φ′
ν(τ ′) + hν(τ) + hν(τ ′)]

+ cos [φ′
ν(τ) − φ′

ν(τ ′) + hν(τ) − hν(τ ′)]〉hν
(2.77)

=
1
2

[cos {φ′
ν(τ) + φ′

ν(τ ′)} 〈cos {hν(τ) + hν(τ ′)}〉hν

+ cos {φ′
ν(τ) − φ′

ν(τ ′)} 〈cos {hν(τ) − hν(τ ′)}〉hν
] (2.78)

〈cos [hν(τ) ± hν(τ ′)]〉hν = exp
[
−1

2
[hν(τ) ± hν(τ ′)]2

]
= e−Gν(0)∓Gν(τ−τ ′) (2.79)

となるので，2次のモーメント

〈Γ2〉hρhσ =
1
4

e−Gρ(0)−Gσ(0)

∫
dτ

∫
dτ ′

× [cos {φ′
ρ(τ)+φ′

ρ(τ ′)} e−Gρ(τ−τ ′) + cos {φ′
ρ(τ)−φ′

ρ(τ ′)} eGρ(τ−τ ′)]

× [cos {φ′
σ(τ)+φ′

σ(τ ′)} e−Gσ(τ−τ ′)+ cos {φ′
σ(τ)−φ′

σ(τ ′)} eGσ(τ−τ ′)] (2.80)

も得られる．(2.74)と (2.80)の結果から，dl ≡ −dΛ/Λとして繰り込み群方程式は

dv

dl
=

[
1 − 1

2
(Kρ + Kσ)

]
v (2.81)

dvρ

dl
= (1 − 2Kρ)vρ ,

dvσ

dl
= (1 − 2Kσ)vσ (2.82)

となる．ただし (2.80) は，もとの有効作用には含まれない高次の過程に対応しているた

め，それに対応する散乱ポテンシャルの高さを vρ, vσ で表した．それぞれ電荷およびス

ピンの自由度についての不純物による後方散乱に対応する．

同様に，不純物による後方散乱が強い極限に対応する繰り込み群方程式は，(2.81)(2.82)

に (2.55)の変換を施すことにより

dt

dl
=

[
1 − 1

2

(
1

Kρ
+

1
Kσ

)]
t (2.83)

dtρ
dl

=
[
1 − 2

Kρ

]
tρ ,

dvσ

dl
=

[
1 − 2

Kσ

]
tσ (2.84)

となる．tρ, tσ はそれぞれ電荷およびスピンの自由度の高次の透過の過程に対応する．
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以上の繰り込み群方程式を相図にして表したのが図 2.1, 2.2である．不純物の位置を通

過するコンダクタンスの繰り込まれかたに従って，領域 I∼ IVと呼ぶことにした．それ

ぞれの領域は

I: 電荷とスピンのの自由度について，ともに絶縁

II: 電荷の自由度は完全伝導，スピンの自由度は絶縁

III: 電荷の自由度は絶縁，スピンの自由度は完全伝導

IV: 電荷とスピンのの自由度について，ともに完全伝導

を意味している．このように，朝永-Luttinger液体における不純物問題では，不純物によ

る後方散乱の強弱によって相境界が変化することが特徴的である．

図 2.1 不純物散乱が弱いときのの相図 図 2.2 不純物散乱が強いときの相図

2.4 関連する話題

前節で解析した有効作用 (2.56)の第 1項は，量子散逸系における Caldeira-Leggett模

型の散逸項と同じ形をしている．朝永-Luttinger液体における不純物問題を量子散逸系の

観点から解釈すると，(2.56)に現れる不純物の位置の Bose場 φν(τ)は，補助場 λν(τ)を

介して熱浴 {φν(x ̸= 0, τ)}と相互作用する巨視的な変数である．熱浴とのエネルギー授
受が φν(τ) に対する摩擦として働き，巨視的には一次元系のコンダクタンスの変化とし

て観測される．この節では量子散逸系における Caldeira-Leggett模型の基本事項まとめ，

さらに周期ポテンシャルの存在する量子散逸系として RSJ模型を取り上げる．

2.4.1 量子散逸系

質量M の質点が時刻 tに位置 X(t)にあるとして，この質点がポテンシャル V と摩擦

を受ける場合の運動を考える．摩擦は質点の速度に比例すると仮定して摩擦係数を ηと表
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すと，X(t)の運動方程式は

MẌ(t) + ηẊ(t) + V ′(X) = 0 (2.85)

と書ける．この方程式では摩擦によって質点が失ったエネルギーの行き先が不明であり，

この系を完全に記述するにはその行き先に関する情報も含める必要がある．Caldeira と

Leggettは，散逸したエネルギーの受取手として無限個の調和振動子を仮定し，ラグラン

ジアン

L =
M

2
Ẋ2 − V (X) +

∑
i

[
mi

2
ẋi

2 − miωi
2

2
xi

2 − cixiX

]
(2.86)

から (2.85)の運動方程式が導けることを示した [7][8]．ここで mi, xi, ωi は，それぞれ i

番目の振動子の質量，位置，および振動数を表す．[ · · · ]内の最後の項は振動子と質点と
の相互作用を表し，その強さを ci とした．(2.86)から (2.85)を導くには，まず X,xi に

関する Euler-Lagrangeの運動方程式から

MẌ + V ′(X) +
∑
i

cixi = 0 , miẍi + miωi
2xi + ciX = 0 (2.87)

を得る．第 2式の Fourier変換から

x̃i(ω) =
∫

dt xi(t) eiωt =
ciX̃(ω)

mi(ω2 − ωi
2)

≅ ci

2miωi

X̃(ω)
ω − ωi + iϵ

(ϵ→+0) (2.88)

となるので，これを (2.87)の第 1式に代入すれば X の運動方程式が得られる．運動方程

式 (2.85) との比較から，(2.87) の第 3 項の Fourier変換の虚部が摩擦項に対応する．し

たがって

Im
∑
i

cix̃i = −i

∫
dω

2π

[
π

2
∑
i

ci
2

miωi
δ(ω − ωi)

]
X̃(ω) e−iωt (2.89)

≡ −i

∫
dω J(ω) X̃(ω) e−iωt . (2.90)

ここで導入したスペクトル関数 J(ω)が ω に比例する形で

J(ω) ≡ π

2
∑
i

ci
2

miωi
δ(ω − ωi) → ηω (2.91)

と表せるように mi, ωi, ci が調節できたとすると，確かに (2.85) が得られる．とくに

J(ω) = ηω の場合をオーミック散逸と呼ぶ．

次に，Caldeira-Leggett 模型のラグランジアン (2.86) を用いて有効作用を計算する．

手順は 2.2.2と同様で，分配関数を経路積分で表して，Boltzmann因子の肩に現れる 2次
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の項を経路に関する Gauss積分で消していく．まず虚時間表示の作用

S = S0 + S1 (2.92)

S0 =
∫

dτ

[
M

2

(
dX

dτ

)2

+ V (X)
]

(2.93)

S1 =
∫

dτ
∑
i

[
mi

2

(
dxi

dτ

)2

+
miωi

2

2
xi

2 + cixiX

]
(2.94)

を用いて分配関数は

Z =
∫

DX

∫
D{xi} e−S0[X]−S1[X,{xi}] =

∫
DX e−S0[X]

∫
D{xi} e−S1[X,{xi}] (2.95)

と表せる．ただし τ = β において周期的境界条件X(β) = X(0), xi(β) = xi(0)が課して

あるものとする．次に S1 で xi, X を Fourier変換し，xi について平方の形を作れば

S1 =
1
2β

∑
i

∑
ωn

[Ai(ωn) |x̃i(ωn)|2 + ci {x̃i
∗(ωn)X̃(ωn) + x̃i(ωn)X̃∗(ωn)}] (2.96)

Ai(ωn) ≡ mi(ωn
2 + ωi

2) (2.97)

=
1
2β

∑
i

∑
ωn

[
Ai

∣∣∣∣x̃i +
ci

Ai
X̃

∣∣∣∣2 − ci
2

Ai
|X̃|2

]
(2.98)

となるので，x̃i に関して Gauss積分が実行できる．その結果，X に関する有効作用が

Z =
∫

DX e−Seff [X] (2.99)

Seff = S0 −
1
2β

∑
i

∑
ωn

ci
2

mi(ωn
2 + ωi

2)
|X̃(ωn)|2 (2.100)

= S0 −
1
2β

∑
i

ci
2

mi

∫
dτ

∫
dτ ′

[ ∑
ωn

eiωn(τ−τ ′)

ωn
2 + ωi

2

]
X(τ) X(τ ′) (2.101)

のように得られる．[ · · · ]は公式7) を用いて

[ · · · ] =
β

2ωi

cosh [ωi(|τ − τ ′| − β/2)]
sinh(βωi/2)

=
β

2ωi

∞∑
n=−∞

e−ωi|τ−τ ′−nβ| (2.102)

と計算できるので，(2.101)はさらに

Seff = S0 −
∫ ∞

−∞
dτ

∫ β

0

dτ ′
[∑

i

ci
2

4miωi
e−ωi|τ−τ ′|

]
X(τ)X(τ ′) (2.103)

= S0 −
1
2π

∫ ∞

−∞
dτ

∫ β

0

dτ ′
∫ ∞

0

dω J(ω) e−ω|τ−τ ′| X(τ) X(τ ′) (2.104)

7)
P∞

n=1
cos nx
n2+a2 = π

2a
cosh[a(π−x)]

sinh aπ
− 1

2a2 .
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と変形できる．ここで再びオーミック散逸 J(ω) = ηω の場合を考えると

Seff = S0 −
η

2π

∫ ∞

−∞
dτ

∫ β

0

dτ ′
∫ ∞

0

dω ω e−ω|τ−τ ′| X(τ) X(τ ′) (2.105)

= S0 −
η

2π

∫ ∞

−∞
dτ

∫ β

0

dτ ′ X(τ) X(τ ′)
|τ − τ ′|2

(2.106)

= S0 +
η

2β

∫ β

0

dτ

∫ β

0

dτ ′ ∑
ωn

|ωn| eiωn(τ−τ ′) X(τ) X(τ ′) (2.107)

=
∫

dτ

[
M

2

(
dX

dτ

)2

+ V (X)
]

+
η

2β

∑
ωn

|ωn| |X̃(ωn)|2 (2.108)

となる8) ．最後の行の第 2項は質点から熱浴へのエネルギー散逸を表す項であるが，同時

に (2.56)の有効作用の第 1項と同じ形をしている．すなわち，朝永-Luttinger液体にお

ける不純物問題とは，周期ポテンシャルの中で Kν
−1 に比例する摩擦を受ける，質量ゼロ

の Bose場 φν(τ)の運動を調べることに他ならない．ただし 2つの Bose場 φρ(τ), φσ(τ)

はポテンシャル項を介し，cos φρ(τ) cos φσ(τ)の形で相互作用しているところがこの模型

の特殊な点である．

2.4.2 RSJ模型

10 Å程度の厚さの絶縁皮膜を 2 つの超伝導体で挟んだ系を考える．2 つの超伝導体の

秩序パラメータの位相が異なる場合，位相差 θをゼロするような電流が流れることが知ら

れている．この系を Josephson接合と呼び，また流れる電流

I(t) = 2eEJ sin θ(t) (2.109)

を Josephson 電流と呼ぶ．EJ は Josephson 電流によって接合が持つエネルギーの大き

さを表す量である．位相差 θ は接合にかけられた電圧 V に由来し，両者には

θ̇(t) = 2eV (t) (2.110)

の関係がある．このとき θ に関する運動方程式を求めることを考える．Josephson 接合

に電圧をかけた場合，準粒子など影響のため抵抗が発生する．また接合面はコンデンサ

の働きもするので静電容量を持つ．RSJ 模型9) では接合自身が持つ抵抗と静電容量を

Josephson接合から切り離して考え，コンデンサ，抵抗器，および抵抗や静電容量のない

Josephson接合を並列につないだ回路を等価回路として用いる．今，この回路に流れ込む

8)
P∞

n=−∞
1

(x+2πn)2
= 1

4
1

sin2(x/2)
= −

P∞
n=1 n cos nx

9) Resistivity shunted junction model. 脇にそらした抵抗器あるいはその抵抗値をシャント抵抗と呼ぶ．
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電流をゼロとした場合，電流の保存の式は

CV̇ (t) +
V (t)
RS

+
2eEJ

}
sin θ(t) = 0 (2.111)

と表すことができる．C, RS はそれぞれ等価回路の静電容量およびシャント抵抗である．

これに (2.110)を代入して V を消去すると

1
8EC

θ̈(t) +
α

2π
θ̇(t) + EJ sin θ(t) = 0 , α ≡ RQ

RS
(2.112)

となる．EC ≡ e2/2C はコンデンサの静電エネルギー，RQ = h/4e2 は量子抵抗である．

(2.112)の運動方程式において

θ → X ,
1

8EC
→ M ,

α

2π
→ η , −EJ cos θ → V (X) (2.113)

の置き換えを行うと，散逸系の運動方程式 (2.85)が得られることがわかる．よって RSJ

模型は cos型の周期ポテンシャルを持った θ(τ)に関する量子散逸系として考えることが

できる．θ(τ)に関する有効作用は，(2.108)に対して逆の置き換えを行うことで

Seff =
∫

dτ

[
1

16EC

(
dθ

dτ

)2

− EJ cos θ(τ)
]

+
α

4πβ

∑
ωn

|ωn| |θ̃(ωn)|2 (2.114)

のように得られる．これは朝永-Luttinger液体における不純物問題の有効作用 (2.56) に

ついて片方の Bose場を一定とし，運動項による高エネルギーのカットオフを要請したも

のと考えることができるので，EJ が小さい極限と大きい極限では 2.3のときと同様に扱

うことができる [9]．ただし Bose 場が１つだけなので繰り込み群の相図はずっと単純な

ものになる．すなわち T → 0としたとき，周期ポテンシャルの高さ EJ は，α < 0のと

きには 0に繰り込まれ，一方 α > 0のときには∞に繰り込まれる．RSJ模型の観点から

考えると，前者の場合は θ(τ)が非局在化して抵抗が増大し，後者の場合は θ(τ)が局在化

して位相がそろい，超伝導になる10) ．

RSJ 模型のような周期ポテンシャルを持つ系では，低温でポテンシャルの谷の間をト

ンネルするキンク構造を持つ経路が優勢になるため，局所更新を用いた従来の経路積分モ

ンテカルロ法でこのような系を扱うことは困難であった [10]．Werner と Troyer は，キ

ンク構造をを持つ経路を効率的に生成するクラスター更新の方法を用いてこの困難を克服

し，局在-非局在転移を精度よく観測することに成功した [3]．

10) RSJ模型では (2.110)のように θ̇(τ)が電圧に比例するのに対し，朝永-Luttinger液体では (2.29)のよ
うに φ̇ν(τ)が電流に比例する．したがって後者の場合は φ̇ν(τ)の非局在化が超伝導，局在化が抵抗の増
大に対応する．
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経路積分モンテカルロ法による数値
シミュレーション

計算機を用いて系の熱力学的性質を調べる手段の１つとしてモンテカルロ法がある．こ

の方法では系を数値的にシミュレートし，ランダムに生成した系の状態における物理量を

直接観測することで，その熱力学平均を求めることができる．以下で述べるように，系の

状態が定常分布の中からエルゴード的に選ばれるならば，このようなシミュレーションは

原理的に可能である．ただし，状態を生成する方法は任意に選ぶ必要があるため，有限の

回数でエルゴード的な観測を行うには，状況に応じた適当な方法を採用する必要がある．

本研究では経路積分モンテカルロ法を用いて (2.56)の有効作用

Seff =
∑
ν

∑
ωm

|ωn|
2πKνβ

|φ̃ν(ωn)|2 + v

∫ β

0

dτ cos φρ(τ) cos φσ(τ) (3.1)

で記述される系のシミュレーションを行う．これは 2.4.2の RSJ模型と似た形をしてい

るため，RSJ模型で行われたモンテカルロシミュレーション [3][10]の手法が応用できる

と考えられる．

この章では経路積分モンテカルロ法の基本事項をまとめ，本研究で用いた数値シミュ

レーションの手法を説明する．

3.1 経路積分モンテカルロ法

物理量 Aの熱力学平均 〈A〉を求めるには，系の取り得る状態に関してAと Boltzmann

因子の積のトレースをとればよい．とくに系が (3.1)のように虚時間表示の経路 φν(τ)の

作用汎関数で記述されている場合，Boltzmann 因子は e−Seff [φρ,φσ] となり，またトレー
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スは φν(τ)に関する経路積分で表される．よって分配関数および Aの熱力学平均は

Z =
∫

Dφρ

∫
Dφσ e−Seff [φρ,φσ ] (3.2)

〈A〉 = Z−1

∫
Dφρ

∫
Dφσ e−Seff [φρ,φσ]A[φρ, φσ] (3.3)

で与えられる．ただし，経路には φν(β) = φν(0) の周期的境界条件が課されているもの

とする．(3.3)によると，２本の経路 φρ(τ), φσ(τ)で表されるすべての状態について Aを

観測すれば 〈A〉が求まるが，φν(τ)は連続変数なので状態は無限個存在する．しかし数値

シミュレーションで無限個の状態を網羅するのは不可能である．そこでモンテカルロ法で

は，代わりにランダムに生成した有限のm個の状態に関するアンサンブル平均

〈A〉 ≅ Z−1 ∑
φρφσ

e−Seff [φρ,φσ ]A[φρ, φσ] , Z ≅
∑

φρφσ

e−Seff [φρ,φσ ] (3.4)

によって 〈A〉 を近似する．生成される状態の分布が十分エルゴード的であるならば，観
測数 m が大きいほど近似の精度は増す．モンテカルロ法にはいくつか種類があるが，

(3.2)∼(3.4)のように経路に関してトレースをとる場合を，とくに経路積分モンテカルロ

法と呼ぶ．

(3.4)の近似を採用する場合，有限のmに対して近似の精度を上げるためにはいくつか

工夫が必要である．もっとも基本的な工夫としては，Boltzmann 因子 e−Seff [φρ,φσ ] を状

態 φρ(τ)，φσ(τ) の生成確率とみなす方法が考えられる．仮に状態を一様分布から生成さ

せたとすると，高エネルギーの状態の多くは因子 e−Seff [φρ,φσ] のために和にはあまり寄与

しない．そこで e−Seff [φρ,φσ ] で重みを付けた分布に従って状態を生成し

〈A〉 ≅ Z−1 ∑′

φρφσ

A[φρ, φσ] (3.5)

を計算すれば，(3.4) よりも和に寄与する状態が増えて効率的である．ここで
∑′ は

e−Seff [φρ,φσ ] の確率で状態を生成したm個の状態に関する和を表す．ある定常分布に従っ

て状態を生成するには，詳細釣合の条件1)

W (i → j) P (i) = W (j → i) P (j) (3.6)

を満たすマルコフ過程2) によって状態を次々に更新していけばよい．ここで W (i → j)

は状態 iから状態 j への更新確率，P (i)はこの定常分布における状態 iの実現確率で，今

1) 緩い条件
P

ij W (i → j) P (i) =
P

ij W (j → i) P (j)でも目的は達成できるが，より強い条件 (3.6)を
課した方が実用上便利である．

2) 状態の発展の仕方として，ある状態が直前の状態の情報だけに基づいて生成される過程．
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の場合 e−Seff [φρ,φσ ] に等しい．したがって φ
(old)
ν (τ) → φ

(new)
ν (τ)の遷移に対して (3.6)は

W
(
φ

(old)
ν (τ)→φ

(new)
ν (τ)

)
W

(
φ

(new)
ν (τ)→φ

(old)
ν (τ)

) = eS
(old)
eff [φρ,φσ ]−S

(new)
eff [φρ,φσ ] (3.7)

となる．これは更新確率の比に対する条件しか与えないので，更新確率そのものはこの条

件を満たす範囲で自由に決められる．通常はMetroplis法と呼ばれる

W
(
φ(old)

ν (τ)→φ(new)
ν (τ)

)
= min{1, eS

(old)
eff [φρ,φσ ]−S

(new)
eff [φρ,φσ ]} (3.8)

の形を採用することが多い．また新しい状態を生成するアルゴリズムは任意であるが，そ

れによって状態が更新されていく過程はエルゴード的である必要がある．つまり，有限の

n 回の更新の間に φρ(τ), φσ(τ) が様々な状態を経験しなければならない．とくに相転移

点の近くでは単純な更新の仕方だけでは，有限の計算時間内で有効的にエルゴード性を満

たさなくなることもあり，例えばクラスター更新の方法のような特別な工夫が必要になる

[3]．

3.2 虚時間方向の離散化と離散 Fourier変換

この節では数値シミュレーションのための準備として，(3.1)の有効作用を離散的な表

示に書き換える．まず虚時間方向の長さ β を N 等分して τ に関する積分を和で近似す

る．このとき虚時間の最小単位は有限の ∆τ = β/N となるが，これは ωn に ∆τ−1 程度

のカットオフを与えたことに相当する．離散化された虚時間 τj ≡ j ∆τ の各 j に対応す

る Bose場を

φνj ≡ φν(τj) (j = 0, 1, 2, · · ·N − 1) (3.9)

と表すことにし，φνj の離散 Fourier変換を

φνj ≡ 1
N

N/2∑
n=−N/2+1

φ̃νn e−
2πi
N jn (φ̃ν,−n = φ̃νn) (3.10)

で定義する．このとき，もとの Fourier変換の定義 (2.43)とは φ̃νn = φ̃(ωn)/∆τ の対応

がある．以上の準備をもとに (3.1)を書き換えると

Seff ≅
∑
ν

N/2∑
k=−N/2+1

|k|
KνN2

|φ̃νk|2 + v ∆τ
N−1∑
j=0

cos φρj cos φσj (3.11)

=
∑
ν

[
1

2KνN
|φ̃ν,N/2|2 +

N/2−1∑
k=1

2k

KνN2
|φ̃νk|2

]
+ v ∆τ

N−1∑
j=0

cos φρj cos φσj (3.12)
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となる．これらの表式は φνj と φ̃νn の混在した形をしているが，実際は φνj のみで表す

ことも可能である．まず (3.1)に戻って右辺の第 1項を S0 と置き，φ̃ν(ωn)を逆 Fourier

変換すると

S0 =
∑
ν

1
Kνβ2

∫
dτ

∫
dτ ′

[ ∞∑
n=−∞

|n| eiωn(τ−τ ′)

]
φν(τ) φν(τ ′) (3.13)

= −
∑
ν

1
2Kνβ2

∫
dτ

∫
dτ ′ φν(τ)φν(τ ′)

sin2 [π
β (τ − τ ′)]

(3.14)

となる．ここで

1
2Kνβ2

∫
dτ

∫
dτ ′ [φν(τ)]2

sin2 [π
β (τ − τ ′)]

= −
∑
ωn

|ωn|
2πKν

∫
dτ [φν(τ)]2 eiωnτδωn0 (3.15)

= 0 (3.16)

であることに注意すると，(3.14)は

S0 =
∑
ν

1
4Kνβ2

∫
dτ

∫
dτ ′ [φν(τ) − φν(τ ′)]2

sin2 [π
β (τ − τ ′)]

(3.17)

と表すこともできる．(3.14)あるいは (3.17)は，異なる τ における φν(τ)間での長距離

相互作用を表している．最後に (3.14)の形を用いて Seff を φνj で表すと

Seff = −
∑
ν

1
2KνN2

∑ ∑
j ̸=j′

φνj φνj′

sin2 [ π
N (j − j′)]

+ v ∆τ
N−1∑
j=0

cos φρj cos φσj (3.18)

となる．

3.3 Fourier表示での局所更新

前節で得られた有効作用の表式を用いて，状態を効率的に更新する方法を考える．3.1

節で説明したように，状態を更新する過程では詳細釣合の条件 (3.7)を満たしていること

が必要である．そのような更新の仕方として，各 j について φνj に独立に変位を与え，新

しい経路を生成する方法が考えられる．これを局所更新と呼ぶ．φνj に関する局所更新で

は，経路の変化による有効作用の変化量を (3.18)を用いて計算し，(3.8)の確率で更新を

行う．この際，(3.18)の長距離相互作用の項の計算には O(N2)の時間がかかる．よって

この方法では N を大きくしたときに計算時間が著しく増大するため，低温領域をシミュ

レートする方法としては実用的でない．

そこで φνj と φ̃νk の混在する (3.12)の形の有効作用を利用することを考える [11]．φνj

と φ̃νk がともに与えられているならば，この有効作用の計算は O(N)の時間しかかから

ない．ただし状態の更新の過程で φνj と φ̃νk は常に同期させておく必要があるため，そ
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のときの Fourier変換に一般に O(N2)の計算時間がかかる．しかしながら，この計算に

は高速 Fourier変換が利用でき，計算時間は O(N log N)に抑えることができる3) ．よっ

て (3.12)の表示を用いて局所更新を行うことにする．(3.12)の第 1項が φνk の 2次であ

ることを利用して，φ̃νk の更新確率を (3.8)に似た形で

W (|φ̃(old)
νk |→|φ̃(new)

νk |) = e
−

|φ̃(new)
νk

|2

2σνk
2 min{1, eS

(old)
V [φρ,φσ ]−S

(new)
V [φρ,φσ]} (3.19)

σνk
2 ≡

{
KνN k = N/2
KνN2/4k k = 1, 2, · · · , N/2 − 1 (3.20)

SV ≡ v ∆τ
N−1∑
j=0

cos φρj cos φσj (3.21)

と表す．(3.19) による更新の判定を指数因子と min { · · · } で 2 段階に分けて考える．ま

ず，一様な確率で |φ̃νk| を生成し，更新を指数因子に比例する確率で判定したとすると，
新しい |φνk|の分布はこの指数因子に比例した分布になる．よって初めからガウシアン

f(|φ̃νk|) ∝ exp
[
−|φ̃νk|2

2σνk
2

]
(3.22)

の重みを付けて新しい |φ̃νk| を生成すれば，指数因子で更新の判定をする手間が省け
る．分散 σ2 の正規分布 f に従う乱数 x を得るには，2 つの一様乱数 r1, r2 ∈ [0, 1) を

Box-Muller法で

x = σ
√

−2 log(1 − r1) {cos 2πr2 or sin 2πr2} (3.23)

と変換すればよい．続いて新しい状態 φ̃νk を逆 Fourier変換で φνj に戻し，min { · · · }の
判定をすれば 1回の局所更新が完了する．ここでは簡単のため，φ̃νk の絶対値を更新した

が，代わりに φ̃νk の実部あるいは虚部を更新する場合も上と同じ手続きで行うことがで

きる．

3.4 φ̃ν0 の局所更新

(3.12) の有効作用には φ̃ν0 が含まれないので，3.3 で説明した方法では φ̃ν0 の更新は

行えない．エルゴード的な更新を行うためには φ̃ν0 だけ別の方法で更新する必要がある．

そこで Fourier変換の定義

φ̃ν0 =
N−1∑
j=0

φνj = Nφ̄ν , φ̄ν ≡ 1
N

N−1∑
j=0

φνj (3.24)

3) すべての k に関する計算時間は ∼ O(N2 log N)である
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に注意すると，経路 φνj の重心 φ̄ν をずらすことで φν0 が更新されることがわかる．φ̄ν

をずらす方法として，経路 φνj を j に関して一様にずらすのが簡単である．ずれの値は範

囲 [−δ, δ] (δ > 0)からランダムに生成し，更新の過程で更新確率が 5割程度4) になるよ

うに δを調節する．φ̄ν をずれによる有効作用の変化量を計算し，更新確率として (3.8)を

用いれば φ̃ν0 の更新が完了する．ここで (3.17)に注意すると，経路を一様にずらしたと

きに有効作用で変化するのはポテンシャル項 SV のみで，φ̃ν0 の更新確率は

W (φ̃(old)
ν0 → φ̃

(new)
ν0 ) = min {1, eS

(old)
V [φρ,φσ ]−S

(new)
V [φρ,φσ ]} (3.25)

となる．

4) δ が大きいと経路は大きく変化するが更新確率は下がる．逆に，δ が小さいと更新確率は上がるが経路は
ほとんど変化しない．更新確率を介して δ をこれらの中間にすることで，更新の最適化を図る．
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結果と考察

本研究では，朝永-Luttinger液体における不純物問題に関して，電荷とスピンのコンダ

クタンスを数値的に求めることで相転移の様子を調べた．電荷とスピンのコンダクタンス

については，松原コンダクタンス1)

Gν(iωn) =
|ωn|
π

∫ β

0

dτ 〈φν(τ)φν(0)〉 eiωnτ (ν = ρ, σ) (4.1)

を ωn → 0に外挿することで与えられる．T → 0で Gν(iω)が 0あるいは Kν に繰り込

まれていく様子は，β を大きくしながら外挿して得られた Gν(iωn→0)の変化を追えばよ

い．また G(iωn)自身の形状からも，iω ∼ 0付近での凹凸を調べることで，相転移してい

るかどうかの情報がある程度得られる．

この章では，経路積分モンテカルロ法を用いた数値シミュレーションによって，電荷と

スピンのコンダクタンスに関して得られた結果をまとめる．また，数値計算で用いるパラ

メータの値として，虚時間を離散化した際のメッシュの大きさを∆τ = 0.25，二重 cosポ

テンシャルの高さを v = 1とした．

4.1 松原コンダクタンス

Kρ = 1.0, 0.6, 0.2について，Kσ を [0.5, 2.2]の間で変化させながら (4.1)の松原コン

ダクタンスを観測した．Kρ をこのように設定したのは，予想される相図においてそれぞ

れ I→ IV，II→ IV，および I→ IIIの相転移を観測することを意図したためである．以下，

温度 β = 64(メッシュ数 256)のときに得られた結果を列挙する．

1) 2e2/hで規格化した．
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4.1.1 Kρ = 1.0のとき

図 4.1, 4.2 は，それぞれ Kρ = 1.0 に対する電荷およびスピンの松原コンダクタンス

である．両グラフについて，ωn → 0 としたとき Kσ > 1 では Gρ(iωn → 0)/Kρ および

Gσ(iωn→0)/Kσ は 1に近くなり，一方，Kρ < 1ではKσ が小さくなるにつれて 1より

小さい値にずれていく傾向が見て取れる．しかし，Kσ > 0.9で曲線のうねりが大きくな

るため，これらのグラフからは転移点がKσ & 1の辺りにあることしかわからない．

Kρ = Kσ = 1は，電荷とスピンの両方の自由度で相互作用がなくなる特別な点である．

このときコンダクタンスは T → 0としても繰り込まれず，不純物による散乱ポテンシャ

ルの高さと電子のエネルギーのみによって決まる値をとる．両グラフについてKσ = 1の

とき Gν(iωn→0) . Kν であることから，散乱ポテンシャルほとんど効いていないことが

わかる．これはポテンシャルの項が v cos φρ(τ) cos φσ(τ)の形をしているためで，例えば

φρ(τ) が受ける周期ポテンシャルの高さは v 未満の |v cos φσ(τ)|に弱められている．ωn

のカットオフ ωc ∼ ∆τ−1 = 4に比べて v = 1はそれほど小さくないが，ポテンシャルの

影響がほとんどないように見えるのはこのような事情による．超伝導相と絶縁相の間の転

移は，ωc とポテンシャルの高さが競合するパラメータのときに起こるので，よりはっき

りとした転移を見るためには，ポテンシャルが十分効いてくる程度まで v を大きくする必

要がある．
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図 4.2 Kρ = 1.0のときの Gσ(iωn)

4.1.2 Kρ = 0.6のとき

図 4.3, 4.4 は，それぞれ Kρ = 0.6 に対する電荷およびスピンの松原コンダクタンス

である．電荷のグラフについては Kσ = 1.2 の辺り，スピンのグラフでは Kσ = 1.4 の

辺りで Kρ = 1.0 のときと同様の転移が起きているように見える．上で触れたとおり，
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Kρ = 0.6での観測は III→ IVの相転移を見ることを目的としていたが，vがあまり大きく

ないとき III→ IVの相転移線はKρ = 0.5の線とほとんど重なるので，Kρ = 0.6を固定し

た場合 III→ IVの相転移は観測されない可能性がある．その場合，図 4.3, 4.4のグラフで

観測されているのは I→IVの相転移ということになる．さらにKρ を固定して III→ IVの

相転移を見るためには ∆Kν . 0.1 程度の解像度が必要なので，いずれにせよ図 4.3, 4.4

のグラフでこの相転移を正確に決めることはである．解像度を高めるためには，温度 T

を小さくしてコンダクタンスの繰り込みを大きくする必要がある．
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図 4.3 Kρ = 0.6のときの Gρ(iωn)
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図 4.4 Kρ = 0.6のときの Gσ(iωn)

4.1.3 Kρ = 0.2のとき

図 4.5, 4.6 は，それぞれ Kρ = 0.2 に対する電荷およびスピンの松原コンダクタン

スである．Kρ = 1.0, 0.6 の場合と異なる点は，電荷のグラフで ωn → 0 としたとき

Gρ(iωn)/Kρ が常に 1未満である点である．それに対し，スピンのグラフでは Kσ = 1.9

の辺りでKρ = 1.0, 0.6のときと同様の相転移が観測される．Gρ(iωn→0)は 0に繰り込

まれ，Gσ(iωn→0)はKσ に繰り込まれるという振る舞いは，摂動繰り込み群から得られ

る相図における III の相で見られる．したがって図 4.5, 4.6 は I→ IIIの相転移を観測して

いるものと考えられる．ただし Kρ = 1.0, 0.6のときと同様に，この温度領域では相転移

点が正確に決められる程度の精度は得られない．

4.2 Gν(iωn→0)の温度依存性

Kρ = 0.1, Kσ = 2.5に固定し，温度を低温の β/∆τ = 256, 1024, 2048で変化させた

ときのコンダクタンスの温度依存性を観測した．Kρ = 0.1, Kσ = 2.5は相 IIIに対応し，

摂動繰り込み群によって低温で Gρ(iωn → 0) → 0, Gσ(iωn → 0) → Kσ のように繰り込

まれるという結論が得られている（ただしポテンシャルの高さについて v ≪ 1あるいは
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図 4.6 Kρ = 0.2のときの Gσ(iωn)

v ≫ 1が仮定されており，かつ二次摂動を利用している）．そこで，相 IIIでのコンダクタ

ンスの温度依存性を数値的に求めることで，この結論が v = 1の場合についても有効であ

るか調べた．

図 4.7, 4.8は Kρ = 0.1, Kσ = 2.5としたときに，温度 β = 256, 1024, 2048で観測し

た電荷とスピンの松原コンダクタンスである．図 4.5, 4.6の Kσ > 1.9で見られた傾向が

低温でも観測されることがわかる．超伝導相で φν(τ)の揺らぎが増大するため，Gσ(iωn)

については収束が悪く誤差が大きいが，振動の中心は ωn → 0で約 2.5に外挿されること

がわかる．

図 4.9, 5.0は，松原コンダクタンスの初めの 5点を用いて ωn → 0に外挿して得られた，

電荷とスピンのコンダクタンス Gν(iω→0)である．これらのグラフからは，T → 0とし

たときに Gρ(iωn→0) → 0, Gσ(iωn→0) → Kσ のように変化する傾向が見え，摂動繰り

込み群から得られる結論と一致する．ゆえに，β = 2048の低温までは v が有限のときに

も，相 IIIについて摂動繰り込み群から得られる結論を支持する計算結果が得られた．
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4.3 相図

β = 64 で観測した松原コンダクタンスを ωn → 0 に外挿して得られたコンダクタン

ス Gρ(iωn → 0) の Kσ 依存性を図 4.11 にまとめた．相転移線を決定するためには低温

に行くにつれて Gρ(iωn → 0) がどう変化するかを調べる必要があるが，β = 64 でもあ

る程度ポテンシャルが繰り込まれていると考えると，図 4.11から相転移線の形状を推測

することができる．つまり，各 Kρ に対して Gρ(iωn → 0) の値が Kρ 未満から Kρ に移

るときの Kρ をつないだ線は，摂動繰り込み群の一次摂動で得られる I→ IVの相転移線

Kρ + Kσ = 2に大体一致する．図 4.11にはKρ + Kσ = 2の直線も書き込んだ．
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まとめ

本研究では経路積分モンテカルロ法を用いた数値シミュレーションによって，朝永-

Luttinger液体における不純物問題の研究を行った．その際，電荷およびスピンのコンダ

クタンスを観測し，それらが繰り込まれる様子を調べることで，摂動繰り込み群から得ら

れている相図を再現することを試みた．またパラメータとして不純物による散乱の強さを

v = 1年，温度については β = 64 ∼ 2048(メッシュ数 256∼ 8192)まで観測した．その

結果として

• 摂動繰り込み群の結果から予想されるKρ, Kσ の値で絶縁層から超伝導相への転移

が起きている

• 2次の摂動計算から予言される相 IIIにおいて，電荷のコンダクタンスは 0に繰り込

まれ，スピンのコンダクタンスはKσ に繰り込まれる

ことが確認された．また，相 I→IVの転移線も不明瞭ながら確認された (図 4.11)．

本研究で相転移が明瞭に観測できなかった原因として

• 温度がまだ十分低くない
• 不純物による散乱強度は v = 1では小さすぎる

ことが挙げられる．v を大きくすると φν(τ) がキンク構造をとるようになり，このよう

な場合に低温領域でシミュレーションを行うには [3]のクラスター更新の方法が必要にな

る．よって今後の課題は

• [3]を場が φρ(τ), φσ(τ)の場合に拡張する

• クラスター更新を用いて v > 1 の場合についてさらに低温のシミュレーションを

行う

ことである．
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[4] J. Sólyom. The Fermi gas model of one-dimensional conductors. Advances in

Physics, Vol. 28, pp. 201–303, March 1979.

[5] H. J. Schulz. Fermi liquids and non–Fermi liquids. ArXiv Condensed Matter

e-prints, March 1995.

[6] J. Voit. One-dimensional Fermi liquids . Reports of Progress in Physics, Vol. 58,

pp. 977–1116, September 1995.

[7] A. O. Caldeira and A. J. Leggett. Influence of Dissipation on Quantum Tunneling

in Macroscopic Systems. Physical Review Letters, Vol. 46, pp. 211–214, January

1981.

[8] A. O. Caldeira and A. J. Leggett. Quantum tunnelling in a dissipative system.

Annals of Physics, Vol. 149, pp. 374–456, September 1983.

[9] M. P. A. Fisher and W. Zwerger. Quantum Brownian motion in a periodic

potential. Physical Review B, Vol. 32, pp. 6190–6206, November 1985.

[10] N. Kimura and T. Kato. Temperature dependence of zero-bias resistances of a

single resistance-shunted Josephson junction. Physical Review B, Vol. 69, No. 1,

pp. 012504–+, January 2004.

[11] L. Capriotti, A. Cuccoli, A. Fubini, V. Tognetti, and R. Vaia. Simulating quan-

tum dissipation in many-body systems. Europhysics Letters, Vol. 58, pp. 155–161,



38 参考文献

April 2002.


